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超導能隙 (superconducting gap)，為超導物質的一

個重要物理參數。也與超導溫度 TC 之高低有關。而

久保能隙 (Kubo gap)，則是奈米尺度的物質，受到

量子尺寸效應的影響，使得原來能帶內密集的且準

連續的單電子能階，發生離散的現象。由於兩者皆

具有能量不連續的特徵。因此，若兩者的能量相近，

則可能發生有趣的相互競爭作用。因此，本文將由

奈米與超導的能隙理論出發，探討久保能隙與超導

能隙交互作用的物理與實驗現象。

一、低維奈米材料之物理

金屬奈米微粒，是一個研究零維奈米系統 (zero-

dimensional system) 的最佳開始。所謂低維材料的定

義，係指材料沿空間中某些維度的實際長度大小，

小於所欲量測之物理參量長度。如電子平均自由徑、

超導相干長度、磁場穿隧深度等與長度有關之參

量。例如鉛在絕對零度時超導的相干長度 (coherence 

length) 為 83 nm，而倫敦穿透深度 (London penetra-

tion depth) 為 37 nm，因此當金屬鉛顆粒粒徑小於 37 

nm，對於所欲研究的超導體系而言，便可稱之為零

維系統。同時，若系統之顆粒尺寸在更小於 10 nm

時，量子尺度效應 (quantum size effect) 便會逐漸地

顯現出來。

二、久保能隙

一般金屬塊材樣品，其費米面附近之電子能帶，

均由無數多之單一電子能階所構成。由於電子屬於

費米子，根據庖立不相容原理，自旋相同的電子，

不能處與相同的能階中。因而使得不同電子間的能

階必需稍微相互錯開。當大量的電子能階彼此以些

微的能階差異複合在一起時，便形成能帶的結構。

「能帶」事實上為許多能階的集合，形成準連續的

狀態。當熱激發能量 (thermal energy)kBT 遠大於彼此

單電子能階所形成的微小的能隙時，電子便可以無

視於此些微小的能隙，而自由地巡遊在此一準連續

的能帶中。

而當材料的尺寸縮小時，塊材內部之電子數目也

隨之減少。此時單電子能階間的能量間隙，便開始

顯現出來。久保 [1] 提出金屬奈米顆粒費米面間之相

鄰單電子能階間距 d 與導電電子數 N 的關係為：

                       (1)
 

EF 代表費米能量。此式可以進一步改寫成：

                (2)
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圖 (1) (a) 三維 (b) 二維 (c) 一維 (d) 零維奈米材料其能

量對電子分佈數圖。(e) 為連續之電子能帶，經奈米化後

轉為 (f) 分立的電子能階集合。
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其中 V 為顆粒體積，n 為電子濃度，m* 為電子之

有效質量。假設奈米顆粒為一球形結構。由已知的

電子濃度，便可計算出某一粒徑大小對應的久保能

隙。在統計物理上，我們常使用能隙 d 與熱激發能

量 (thermal energy)kBT 的比值。

表 (1) 列出 5 種金屬元素之久保能隙相當於 1 K 與

300 K 的熱激發能量所對應的粒徑。

元素 d1K( nm ) d300K( nm )
Au 13.4 2.0
Ag 14.0 2.1
Pb 10.2 1.5
In 11.7 1.8
Sn 11.7 1.8

表 (1) 奈米尺度下，Au、Ag、Pb、In 與 Sn 造成相當於 1 

K 與 300 K 熱激發能量的久保能隙所需之粒徑大小。

由上表因此可知，當金屬材料接近 ~10 nm 附近

時，其久保能隙在低溫下 (1 K 附近 ) 便開始扮演重

要的角色。當尺度約略小於 2 nm 時，由於分立 (dis-

crete) 的能階變的更少少，同時久保能隙與熱激發能

量相當，使得電子不能再任意的巡遊在不同單電子

能階間。因此可以在實驗上見到原本具導電性的金

屬，轉變為絕緣體的現象。以此一原理為出發點，

現今有許多科學家正致力於單電子電晶體的研究。

三、超導能隙

傳統塊材超導體中，拆散一對超導電子對 ( 亦稱

古柏電子對 , Cooper pair) 形成兩個單電子所需要的

能量為 2Δ。其中 Δ 便稱為超導能隙。依據 BCS 理

論，在費米面附近兩個動量與自旋相反的電子 ( 以

符號 (P ↑ ,-P ↓ ) 代表 )，透過交換聲子的方式，便

能突破電子與電子間的斥力，發生吸引作用，此一

對電子便可稱之為古柏電子對。古柏電子對為一種

準粒子的狀態，由於其在無外加電場下動量為零，

同時自旋亦為零。當達到超導溫度時，在相干長度

內的電子，可以大量地同時被誘發，形成在動量空

間凝聚的波色子 (Boson)。

這些凝聚的波色子不再受到庖力不相容原理的

支配，因此可以處於相同的能級中。同時超導為一

種電子的凝聚態，全部的古柏電子對間彼此為同調

(coherence)。在無外加電場下，動量將一致為零。當

有外加電場作用下，下則全體具有一致的動量，在

晶體中形成無阻的超流態。因此這便是所見的超導

電現象。

四、零維金屬奈米超導體

以能量的觀點而言，在能量對電子分佈數的圖上，

零維的奈米顆粒其單電子能級間彼此是分立的。當

發生超導現象時，超導能隙亦參與系統的能量與電

子數的重新分配。圖 (3) 為一簡單的示意圖。

事實上，奈米化的影響不但是電子能帶轉為單電

子能隙，同時可用為轉化成古柏電子對的電子數亦

隨之減少。因此會導致可轉化成古柏電子對的數量

減少。可以初步的預測，當超導能隙相當於久保能

隙時，應該可以觀測到超導現象急遽消失的現象。

能帶

Δ

費米面

超導能級
圖 (2) 金屬超導塊材其電子能帶、費米面、超導能隙與

超導能級之示意圖。

圖 (3) 零維奈米超導體其單電子能階、費米面、與超導

能隙之示意圖。
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圖 (4) 中的四條曲線，由上而下，分別為計算所

得之 Sn、In、Al 與 Pb 久保能隙對粒徑關係圖。圖

中水平虛線的左端，所對應到 energy gap 的座標點，

為該元素之超導能隙值。虛線的右端，延伸到久保

能隙曲線上，並投影在 diameter 座標軸上之值，則

為預測的超導現象消失之臨界粒徑。可以看到，依

據久保的理論，金屬奈米超導體發生超導現象消失

的臨界粒徑應小於 10 nm。

五、實驗分析

為了證實此一觀點，在實驗上，研究久保能隙與

超導能隙交互作用最簡單的系統，便為傳統的一類

金屬超導體。如 Pb、In、Sn 等。其優點在於取得與

備製容易，並容易生成球形奈米顆粒。在結構上，

Pb 為 fcc 正方晶體 (cubic) 結構，而 In、Sn 皆為長

方晶體 (tetragonal) 結構。因此，可以同時研究其晶

格變化與超導參數間的關係。再者，依據超導的分

類，Pb 屬於強耦合 (strong coupling) 超導體，而 In

與 Sn 皆屬於弱耦合 (weak coupling) 超導體。藉此，

便可以研究久保能隙對於強、弱耦合的奈米超導體

之影響。

奈米鉛與銦的樣品，採用真空蒸鍍冷凝法製成。

樣品的純度首先採用 x 光繞射分析。以 GSAS 軟體

[2-3] 分析樣品結構與純度。同時採用施瑞爾 - 威爾森

公式 [4-7]，分析扣除掉儀器解析度之繞射峰形，可以

得到體積加權粒徑。

                (3)

其中 β 為已扣除掉儀器解析度之峰寬、k 為修正

常數，一般取 0.89、λ 為 x 光入射波長、θ0 則為

所對應繞射峰出現角度 2θ0 之一半、e 為平均應變

量，定義為 (Δd/<d>)hkl。

雖然透過此一方法所得到的粒徑，為樣品中所有

顆粒的平均體積加權粒徑大小。在分析上具有相當

高的便利性。然而使用 x 光繞射分析晶體結構與材

料粒徑卻有其限制，即僅能用於分析具結晶結構。

當材料製成奈米微粒後，其表面結構可能會變的較

為蓬鬆與不規則。因此使用此一方法所估得粒徑，

將可能小於實際的粒徑。在極端狀況下，若奈米微

粒形成非晶相 (amorphous)，則不適宜使用此一方

法。因此，為了確認所得到的粒徑為真，必須再透

過其他方法如原子力顯微鏡 (AFM) 與穿遂電子顯微

鏡 (TEM) 來確認材料粒徑。

使用原子力或是電子顯微鏡來統計材料之粒徑，

為一個十分直接的方法。然而取樣數目則需十分大

量方能接近實際的材料狀況。同時由於觀測到的顆

粒大小，十分容易受到備製顯微鏡樣品的方法的影

圖(4) 四種零維奈米超導體Pb、Sn、In、Al其超導能隙、

久保能隙與粒徑之關係圖。
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響。因此最好能配合 x 光繞射施瑞爾 - 威爾森的分

析方法，以得到較為接近的數據。

對於奈米超導金屬的一些物理量的量測，首先可

以針對針對一系列已分析確認為純相，並具有粒徑

分佈較窄的不同平均粒徑的奈米鉛，進行電阻、比

熱的量測。

當鉛製成 4.5 nm 的奈米顆粒後其超導電性依然存

在，如圖 (7a)。在電阻上的觀測可以看到 TC 已經由

7.2 K 降低到接近 3 K。顯見久保能隙已經開始對超

導能隙發生影響。值得注意的是，在 4 T 的外加磁

場下，奈米鉛依然保有超導特性。相較於塊材的臨

界磁場為 803 Oe，約略增強了 50 倍。其增強的機

制，尚須進一步釐清。同時比熱容實驗上可以看到，

當奈米鉛的粒徑為 86 nm 時，其超導電子比熱容在

減縮臨界溫度 (reduced critical temperature)    t ≣ T/

TC=1 時，發生一個突升的不連續，這清楚地顯示了

能隙的存在 ( 圖 (7b) 插圖 )。然而當粒徑縮小到 4.5 

nm 時，則無清楚的超導能隙，甚至在 TC 之上亦殘

餘有限之比熱容值。事實上根據，Scalapino 研究指

出，這可能是因為單電子能隙 δ、熱激發能對超導

能隙產生擾動的現象。Scalapino[8] 的超導微粒比熱

容公式的完整型式為：

                   

(4)

圖 (6) (a) 7.5 nm 奈米鉛之 AFM 影像及 (b) 7.5 nm 奈米銦之 TEM 影像。與顆粒數對粒徑分佈圖。

圖 (7) (a)4.5 nm 奈米鉛於 0、1、4 Telsa 磁場下之變溫電阻實驗。(b)4.5 nm 奈米鉛之低溫比熱容實驗，插圖為扣除

聲子與正常態電子比熱後所得到之超導電子比熱容。
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其中 t=T/TC、; b =0.526、δ 為單電子能階、 δ
=δ/kBTC、 ( ) ( )btt δπ 4/1−=∆ 。當 t∆ <0，也就是相

當於 t<1 或是 T<TC 時，error function 前取正號 ; 而

當 t∆ >0 時，則為負號。當我們考慮 TC=4.6 K( 由磁

化率實驗結果得出 )，而 4.5 nm 奈米鉛之 δ 由久保

理論計算可以得到約為 0.99meV。這樣便可以推算

出對應的 δ =2.5。將這些值帶入 Scalapino 比熱容

公式，便可以得到插圖中的實線。於實驗比較可知，

Scalapino 的理論可以用來描述超導電子之比熱容，

並解釋了在 TC 兩側形成寬廣分布的比熱容峰。

在圖 (8) 之磁化率實驗上，我們可以看到 4.5 nm

的奈米鉛，其磁化率值在超導溫度附近亦非形成一

個突降。而為一個平滑曲線。由電動力學可知，一

完全抗磁性之超導球在磁場中所感應到的質量磁化

率χm 為：

                   (5)

帶入傳統的 London 磁場穿隧方程式：

                   (6)

可以用來擬合實驗所得到之磁化率。然而在圖 (8)

中，因為單電子能隙 δ 能隙的影響，使得磁化率之

曲線，形成一平滑抗磁曲線。而脫離了 London 的描

述。事實上Scalapino[8]亦提出一磁化率公式，在圖 (8)

可以看到考慮單電子能隙δ與熱激發能的 Scalapino 

equation，的確較為符合抗磁曲線的走勢。

由磁化率實驗的結果，不同溫度下的臨界磁場

HC(T) 對粒徑的關係圖。由圖 (9) 可以發現，當奈米

鉛顆粒粒徑在逐漸縮小的過程中，可以發現其臨界

磁場卻逐漸增加 ( 曲線斜率減小 )，並遠大於塊材臨

界磁場 803 Oe。直到 6 nm 時達到最大值。隨後 4.5 

nm 之 HC-TC 曲線則如同 6 nm 之曲線向下平移。此

一現象似乎意味著古伯電子對的交互作用隨粒徑減

小而增強，因而可以抵抗強大外加磁場的破壞。事

實上，若僅考慮磁場穿入顆粒中的能量，所得到的

答案將會大於超導能隙。另一個可能的解釋，則是

1 2 3 4 5 6 7
-4.0

-3.5

-3.0

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

Hac = 1 Oe
Freq. = 100 Hz

Pb01 (4.5 nm)

0T

9T
4T

2.5T

1.5T

1T

0.5T

0.25T

 

 
χ'

 (1
0-3

 em
u 

/ g
 - 

O
e )

Temperature ( K )

London
equation 

2 3 4 5 6 7
-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

 

 

χ'
 (1

0-4
 em

u 
/ g

 - 
O

e )

Temperature ( K )

圖 (8) 4.5 nm 奈米鉛於 0~9 Telsa 磁場下之變溫交流磁

化率實驗。插圖為 9 T 之實驗放大圖。

圖 (9) 不同粒徑奈米鉛，其臨界磁場 HC對臨界溫度 TC之

關係圖。

圖 (10) 奈米鉛粒徑對臨界溫度與臨界磁場之關係圖
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來自球形奈米顆粒所感受到的磁場強度並非與外加

磁場一致。當然亦不排除兩者效應兼具。除此之外，

圖中 4.5 nm 的奈米鉛曲線向下平移的趨勢則顯示

了久保能隙在此一粒徑已經開始對超導能隙發生影

響。

在圖 (4) 時，我們曾經推測當久保能隙等於超導

能隙時，奈米鉛之超導現象消失的臨界粒徑約為 3.2 

nm。而在圖 (10) 的實驗中，則顯示了奈米鉛的臨界

粒徑大約為 3 nm。在這顯示了久保理論與實驗的一

致。

除了久保能隙外，材料晶體結構亦為影響超導現

象的一個重要因素。因此這裡開始討論奈米銦的系

統。

由圖 (11) 可以看到，當一具有長方晶系 (Tetrago-

nal) 之金屬超導體銦奈米化後，首先產生的效應為

體積膨脹與晶面間的平均應變增大。同時亦觀察到

在結構上的長、短晶軸 (c/a) 的比值隨粒徑變化具有

一最小值。c/a比值的改變容易造成聲子譜的改變 (由

於原子距離改變，力常數改變 )，進影響電子 - 聲子

交互作用，而造成 TC 的改變。

進一步分析，可以發現，在圖 (12) 中清楚地顯示

奈米銦之 TC 的確在粒徑縮小的過程中具有最大值。

與 c/a 比值的趨勢一致。而在奈米鉛 ( 其晶體結構為

fcc 正方晶系 ) 則無此一現象。顯而易見地，除了久

保能隙外，具長方晶系的金屬超導體，因奈米化所

造成的晶軸 c/a 比值改變，亦為影響 TC 的一個重要

因素。此一結果，也在隨後發表的文章中 [9-10] 被證

實。

在傳統超導體的研究上，由熱力學理論，可以推

導出不同溫度下的臨界磁場 HC(T) 與臨界溫度的關

係為：

                          (7)

圖 (11) (a) 奈米銦晶軸 c/a 比值、晶格體積 (b) 平均應

變對粒徑之關係圖。

圖 (12) 奈米鉛與銦臨界溫度對粒徑之關係圖。左右兩邊

座標軸分別對應銦與鉛之 TC

圖 (13) 4 種不同粒徑之奈米鉛 ( 曲線開口朝下 )、奈米

銦 ( 曲線開口朝上 ) 與 BCS 理論，在不同的減縮臨界溫度

t (T/TC) 下，減縮臨界磁場 (HC(T)/HC0) 偏離 1-t2 之關係

圖。
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此公式代表由系統外所加入的磁場能量 m0HC
2/2，

可以完全轉化為消去超導相變，與正常態比熱容差

所需要的能量。因此，當HC(T)/HC0-[1-(T/TC)2]>0時，

代表需要較大的外加磁場，方能消去隨溫度改變，

所多出的比熱容差。這意味著系統具有較強的超導

耦合強度。如畫在圖 (13) 中則會形成開口向下的曲

線。反之表示耦合強度較弱，在圖 (13) 中則呈現唯

一開口向上的曲線。因此可以知道當曲線越顯示在

圖 (13) 中的上方，代表耦合強度越強。我們已知

BCS 為一弱耦合之理論，因此可以繪於圖 (13) 的下

方。而鉛的實驗值顯示，隨著粒徑的縮小，耦合強

度有逐漸增大的趨勢。至於而銦則與 c/a 比值趨勢一

致，呈現隨粒徑縮小超導耦合強度先變大，然後再

次縮小的走勢。

六、結論

奈米金屬超導體受到久保能隙與超導能隙交互作

用的影響，導致超導溫度降低，其臨界粒徑可以由

久保能隙公式與超導能隙相等得到。同時材料之結

晶結構也與臨界溫度有關。具長方晶系結構之奈米

銦，其長短晶軸之 c/a 比值也觀測到與 TC 的改變有

關。此外奈米化的金屬超導體可能因為超導電子耦

合強度增強，同時伴隨著球形奈米顆粒所感受到的

磁場強度並非與外加磁場一致。因此在實驗上呈現

出高於塊材數十倍的臨界磁場。
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